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Conceptos (I)

= La logica difusa permite representar
conjuntos con fronteras no precisas.

= La afirmacion “x pertenece a A" no es cierta o
falsa, sino que medible mediante una
posibilidad en [0, 1].

= Permite manejar la vaguedad o imprecision.

= "Dia caluroso”: la frontera entre caluroso y
templado no es exacta

‘ Caluroso
-

10 0  +10 +20 +30 +40 +50 °C
= ¢Se puede suponer que si hay 30°C el dia es
caluroso, pero si hay 29°C entonces ya no lo es?




i Conceptos (II)

= Imprecision: vaguedad, fronteras mal
definidas.

= [ncertidumbre: si lanzamos un dado hay seis
posibilidades (precisas), pero no se
desconoce que saldra.

= Aplicaciones de la ldgica difusa:
= Sistemas basados en el conocimiento.
= Control difuso.
= Reconocimiento de patrones.
= Proceso de encaje en marcos.
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iConjuntos borrosos (difusos)

= Conjunto difuso: aquél en donde la pertenencia de
los elementos se define mediante una funcion de
pertenencia o funcion de distribucion de posibilidad.

= uy X — [0,17.
= El conjunto difuso A tiene una funcion de

pertenencia u,(X) que asigna a cada valor x€X un
numero entre 0 (no pertenece) y 1 (si pertenece).

= Los valores intermedios representan pertenencia
parcial. A
S — ‘

Caluroso

= Ejemplo: Uegyroso 19 — [0,1]:

0 3 -
-10 0 +10 +20 +30 +40 +50 C




i Distribuciones tipicas

i 1 | |
= Trapezoidales: rernpiado( °C)
?‘IO 0 +10 +20 +30 +40 +5>0 oC
A
1 Frjo
: _(0C
= Triangulares: ol °C)
c-)'IO 0 +10 +20 +30 +40 +5T) oC
A 40°C
1 .
O NI'tIdaS Ug0c(°C)
0

| >
-10 0 +10 +20 +30 +40 +50 °C



Frio Templado

Caluroso

- 40°C

Urrio(°C) MTempIado(oC)

210 0  +10 +20  +30

MCaIuroso(OC) M40°C(OC)

| - .
+40 +50 °C
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i Composicion de formulas

= A partir de la cuantificacion de la posibilidad
de que sea cierta "x es p” expresado como u,

(X):

= XESPYQ:upag(X).

= X€SPOqg: X

= X NO €es p: u_,(X)

= Si X esp, entonces x es q: w, ,,(X)
= Generalizacion a n dimensiones:

= Upng(Xys Xor woor Xp)s Wy o(X1s Xo -0y Xp), €ELC.



i Extension cilindrica

= Para componer dos funciones, deben estar
referidas a las mismas variables:

= No es posible componer xesp ey esq:
Up(X)”™ ug(y)

= Para ello se calcula la extension cilindrica de
u,(X) cony, g la extension cilindrica de u,(y)
con X para obtener w,(X,y) Yy uq(X,Y).
= Entonces es posible: w,n,(X,Y)

= La extension cilindrica de u(x;, X,, ..., X,) con
y es w(Xy, Xy, ..., X,,Y) tal que cumple:

v y M(Xll XZI 350/ anY) — M(X]_I X2/ 300/ Xn)



Extension cilindrica. Ejemplo

= Se desea representar que la tarifa de un taxi
es barata cuando la carrera es corta.

= Se tiene u . (distancia) y wy...to(Precio).
= Se desea calcular p . ,~p4rat(distancia, precio)

A
1.

Ucorta(Distancia)

Precio: €

Ucorta( Distancia, Precio)



it-Norma, t-Conorma, negacion

= Se manejan las siguientes funciones:

= T-norma:
= Conjuncion (l6gica), interseccion (conjuntos)
= T (XIY)' Mp/\q(x) = T(Mp(X), Mq(x))
= -conorma.
= Disyuncion (légica), union (conjuntos)
= S (X,Y): Upyg(X) = S(upy(X), ug(x))
= Negacion:
e NOX). 1, (%) = N, ().



i Funciones T: t-normas

= Es una funcion que devuelve un valor [0,1].
= Representa la conjuncion o interseccion.
= VX v, z€[0,1] Propiedades:

. T(x,1) =x (elemento neutro)
2. X=y—T(x2) =< T(y,z) (monotonia)
. T(Xy) =T(y,X) (conmutativa)
.. T XT(y,2) =T (T(XYy),2) (asociativa)
= Ejemplos:
= T(X,y) = min (X,y) (minimo)
= T(x,y) = P(x,y) = xy (producto)
= T(Xy) = W(X,y) = max (0,x+y-1) (Lukasiewicz)

= T(x,y) = Z(x,y) = x siy=1; y si x=1; 0 resto (drastica)



Funciones S: t-conormas

= Es una funcion binaria que devuelve un valor [0,1].
= Representa la disyuncion.
= VX vy, z€[0,1] Propiedades:

. S(x,0) =x (elemento neutro)
2. X=Y— S(x,2) = S(y,2) (monotonia)
5. S(xy) =S (y,x) (conmutativa)
+.  S(XT(y,2) =S (T(x,y),2) (asociativa)
= Ejemplos:
= S(X,y) = max (x,y) (maximo)
= S(x,y) = P'(X,y) = x+y-x'y (suma-producto)
= S(x,y) = W(X,y) = min (1,x+y) (Lukasiewicz)
= S(x,y) = Z'(x,y) = x si y=0; y si x=0; 1 resto (drastica)



i Funciones de negacion

= Es una funcion unaria que devuelve un valor [0,1].
= Para que sea intuitiva debe cumplir v x€[0,1]:

. N(0)=1; N(1) =0 (condiciones frontera)

2. X=y — N(X) =N(y) (inversion de monotonia)
= Ejemplos:

= N =(1-x)

= N (X)) = (1-x2)1/2



i Dualidad

= Se dice que una t-norma y una t-conorma son
duales con respecto a una negacion sii:

= N (T (x,y)) =S (N(x), N(y))
= N(S (x,y)) = T (N(x), N(y))
= Son duales con respecto a N(x) = 1-x:
= < min(x,y), max(x,y) >
= <P (xy), P(xy) >
= < W (X,y), W(xy) >
s <Z(XY),Z(xy) >




i Implicacion difusa (I)

= Se han visto las operaciones:

" T(XIY)I S(XIY) Yy N(X)
= Conjuntos:
= Interseccion, union y complementario

= LOgica:
= Conjuncion, disyuncion y negacion
= En logica difusa se define la implicacion a
traves de la funcion binaria J (x,y) que
devuelve un valor [0,1].

Up—q(X) = I(up(X), 1y (X))



iImpIicacién difusa (II)

= De la logica clasica, se tiene que:
= A—,B = -AvB
= J(XIY) =S (N(X)IY)

= Tomando N(x) = 1-x, se tiene:
Con S(X,y) = max (x,y) J(x,y) = max (1-x,y)
Con S(x,y) = P'(x,y) = x+y-x'y  J(X,y) = 1-x+x'y
S(x,y) = W(x,y) = min (1,x+y) J(x,y) = min (1,1-x+y)
S(x,y) = Z'(x,y) = x si y=0; y si x=0; 1 resto

J(x,y) =y six=1; 1-x si y=0; 1 resto



iImpIicacién difusa (III)

= En la logica clasica se cumple:
= AvB = Av (-A”B)
= Puesto que A—B = -AvB
= Se tiene: A—B = -A v (A”B)
- J(XIY) =S (N(X)I T(XIY))
= Utilizando la negacion N(x) = 1-x:

= Con <min,max> J(x,y) = max (1-x,min(x,y))
=« Con <P, P> J(x,y) = 1-x + x%y
Con <W, W'> J(x,y) = max (1-x,y)

« Con <Z, Z2'>
J(x,y) = ysix=1; 1-x si x=1 y=1; 1 si x=1 y=1
= J(X,y) = min (x,y). Implicacion de Mamdani
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Razonamiento sobre teoria de
conjuntos (I)

La inferencia en conjuntos clasicos se puede ver de la
siguiente forma:

Dados X e Y dos conjuntos. T Y
La relacion entre ambos viene
dada por la funcion f(X). B\

Dado un valor X=X, se puede
inferir y=f(x).

Dado un subconjunto ACX, se
puede inferir el subconjunto | |
BCY: B={yeY / y=f(x), x € A} I X

y=f(x) oo 5




Razonamiento sobre teoria de

i conjuntos (II)
= Dada una relacion R cualquiera entre los conjuntos X

ey:

= Dado el subconjunto ACX, se puede inferir el subconjunto
BCY, B={yeY / <x,y>€R, x € A}

R

B ‘e




Funcion caracteristica

= Se define la funcion caracteristica de un conjunto A,
P.(x), a una funcion de pertenencia definida:
= P,(X)=1,sixeA
=« P,(x)=0 en otro caso.

Y
Para todos los valores de x (por 0 000000
cada fila) se obtiene el supremo min {P,0) Py} 0100511 R
Representa la 0/ 1 1

interseccion entre Ay R

Supx(m in PA(X)’ PR(X’Y))

Se obtiene la formula:
Py(y) = Sup {min {P, (x), P, (x,y)}}

Sup,(min {P,(x),Pg(x.y)})

[N oo N

A X
_4>

X 00001111110000
PA(X)




Regla composicional de inferencia

= Partiendo de la expresion anterior:
« Py (y) = Supymin {P, (x), Py ()}

= Generalizando para conjuntos difusos:
* 1y(y) = Supimin {iL, (9, (%, Y)1

= La interseccion puede emplear una T-norma
cualquiera:

- g (Y) = Sgg{T(uA(x), e (%))}

= Si R puede ser una relacion de implicacion:
= Regla Composicional de Inferencia (RCI)

iy (y) = Sup (0 (%), as (% 9))}



i Modus ponens generalizado

= Con la RCI, se puede hacer inferencia con
modus ponens:
= Regla: SiXes A, entonces Y es B
= Hecho: X es A.
= Conclusion: YesB

= En logica difusa se puede generalizar al no
requerir X es A, sino X es A"

= Modus ponens generalizado:

= Regla: Si X es A, entonces Y es B
= Hecho: XesA

= Conclusion: Y es B
= La funcion de posibilidad de ug se calcula con RCI.




Inferencia difusa con RCI

1.

o

Datos: X es A: u,(x), Y es B: ug(y), Xes A" u(x)
Objetivo: calculo ug(y)

Calcular w, _(x,y) a partir de uy(x) y ug(y)
Es necesario realizar las extensiones cilindricas: u,(x) cony,

ug(y) con x

Se emplea para la implicacion cualquier funcion J(x,y).
Zadeh: J(x,y)=max {1-x, min(x,y)}.

Calcular T(MA'(X)I MA%B(XIY))'

Se realiza la extension cilindrica de u,(x) cony.

Se emplea una T-norma. T(x,y) = min (x,y).
Calcular el supremo en x de T(ux(X), ua_g(X,y)), que
esta en funcion de x e .

Se obtiene la distribucion de posibilidad sobre la dimension
y: ug(y), es decir, las posibilidades de y es B'.



Motor de inferencia difuso

= Base de conocimiento:
= R1: Si X es A;, entonces Y es B;.
= R2: Si X es A,, entonces Y es B..
= Rn: Si X es A, entonces Y es B,.
=« Hecho: X es A’

= Se aplica la RCI a cada regla, obteniendo:

= ugidY), UgalY)s «ees UpndY)-
= A partir de las distribuciones anteriores, se calcula la
distribucion final y es B’ mediante la t-conorna S.

n UplY)=S(ugiAY), wppY)s «eer Un(Y))-



Desborrocificacion
Método del centro de gravedad

= Calculo de la proyeccion en el eje x del centro de
gravedad de la distribucion.

= Se debe muestrear suficientemente fino para cubrir
adecuadamente la funcion.

= Un muestreo excesivo exige gran carga

computacional.
= Para generalizar p,(x) = ugl(y)
. |
E X;Ha (X))
g=""5 o5\
E M (X |
1=1 !




Desborrocificacion
MetOdO Ecuenta

= Objetivo:

= Dado un conjunto de distribuciones de posibilidad
g1 (X)s Uga(X); +eer Upn(X)

= Encontrar qué ug(Xx) se parece mas a una dada u,
(X)-
s LA 3 s €S Una medida proporcional al area de la
distribucion.
= Se basa en la discretizacion de la funcion de distribucion.
N
3 Ecuenta(A)=E“A(Xi)
’ 1=l ’ . ’
= El metodo elige como mas parecido a u,(x) aquella ug
(x) que maximiza: AAB.
Ecuenta (Bl / A) — Ecuenta( 1)
Ecuenta (B1)




Desborrocificacion
Método de la distancia

= Objetivo:
= Dado un conjunto de distribuciones de posibilidad:  ug;,
(X)I MBZ(X)I ney MBn(X)
= Encontrar qué ug(Xx) se parece mas a una dada u,

().
= Se emplea una funcion distancia definida como:
d, =Ja:(B -AY +B(g -

= B,y A son, respectivamente, las areas de ug(X) Yy
ua(X).

= g; Y g son, respectivamente, los centros de
gravedad de ug(X) Y ua(x).

= a Y f son dos constantes: o + § = 1.

= El método elige como mas parecido a u,(x) aquella y;
(x) que minimiza d..
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i Controladores difusos

= Se emplean para controlar sistemas
inestables.

= El control tiene por objeto garantizar una
salida en el sistema a pesar de las
perturbaciones que le afectan.

= Ejemplos:
= Sistemas de navegacion.
= Sistemas de climatizacion.
= Sistemas de ventilacion (tuneles, garajes).




Esquema control difuso

Sistema
A
controlar

Variables de estado
—

Acciones

B

Controlador
Fuzzy

s Variables de estado:
= S, 'Sy, ..., S,: estado del sistema. Temperatura.

= €, 6, .., e, desvios (error) con respecto al valor de

referencia. Temperatura con respecto a 20 °C.
= Aey, Ae,, ..., Ae,: tendencia del error.

= Uy, U, ..., U.: estado del elemento a controlar (actuador).

Apertura de valvula, caudal de gas.

s Acciones:

= Vy Vo, ..., Vi Cambios e realizar en los actuadores. Abrir o

cerrar en un cierto grado valvula o caudal de gas.




Modelo de control difuso

= LOs valores de las variables de estado y acciones
pueden ser etiquetas linguisticas (valores
cualitativos) que son representados por funciones de
posibilidad:
Sis,=A,, ..., =By, ...,Ae,=C,, ..., u;=Dy, ..., entonces v,=E;, ...
= En lo que sigue, se utilizaran reglas del tipo:
= Sie=Ay Ae=B, entoncesv =C

= Cada valor de e, Ae y v seran etiquetas linglisticas con su
correspondiente funcion de posibilidad. Por ejemplo, para e:

Neg. Alto Neg. Bajo Pos. Bajo Pos. Alto

Por ejemplo:
Sie=NB

~ Neg. Medio 0 " Pos. Medio

NM Y Valores para e



Notacion

= Dada la regla: Sie=Ay Ae=B, entonces v = C
= A, By Cson funciones de posibilidad:

ua(€), ug(Ae), uc(v)

= La notacion sera la siguiente:

Si e = A(e) y Ae=B(Ae), entonces v = C(v)

= Un controlador difuso posee una base de
conocimiento de reglas del tipo:

R1: Sie = A (e) y Ae=B,(Ae), entonces v = C;(V)
R2: Sie = A,(e) y Ae=B,(Ae), entonces v = C,(v)

Rn: Sie = A (e) y Ae=B,(Ae), entonces v = C (V)

En un momento el estado del sistema es:

= € = A(e) y Ae=B(Ae).
Tras un proceso de inferencia, el controlador responde para
mantener el equilibrio: v = C(v)



i Regla composicional de inferencia

= El proceso de inferencia emplea la regla
composicional de inferencia:

Ug(y) = Sg}l{’ {T(HA' (X), Lx_p(X,Y) )}

y es v. La accion a tomar.

X es bidimensional: e y Ae.

ug{y) = C(v). Distrib. de posib. de la accion a tomar.
ua(X) = A(e) ™ B(Ae). Estado actual del sistema.
ua_p(X,y) = Ri: A(e) ~ B(Ae) — v = G(v)

C(v) = Sup{T(A(e) B(Ae), 4 (e) B,(Ae) — C.(v) )}

e,Ae



i Inferencia en controladores (I)

= Se emplea T (x,y) = min (x,y).
= J(X,y) = min (x,y). Mamdani.

C(v) = sup{T A(e)*B(Ae), 4 ()" B.(Ae) — C.(v) )}
C(v) = Sup{mm mln(A(e) B(Ae)), min(min(4. (e), B.(Ae)), C, (v)))}

ASOC|at|V|dad
C(v) = Sup{mm min(min(A(€), B(Ae)), min(4, (e), B;(Ae))),C, (v))}

C(v) = min Sup{mm min(A(e), B(Ae)), min(4 (¢), B,(Ae)))} C(v))

C(v) = mm(mm(Sup{mm A(e), A, (e) )}, Sup{min(B(Ae), B (Ae))}), C (v))



Inferencia en controladores (II)

Entrada al sistema Entrada al sistema

C(v) = mm(mm(Sup{mm Ae), A. (e))}, Sup{min(B(Ae), B, (Ae))}) C (v))

Antecedente regla ¢ Antecedente regdla
C(v) = mln(mm(NA1 , NA ), C, (V))
C(v) = min(NA,C, (v)) Interpretacion geometrica

A

Min{Ai(e),A(e Min{Bi(De), )=min(NA,Ci)

LA A



i Procedimiento general

= Dada una base de conocimiento:
= Rl:Sie=A(e)y Ae=B;(Ae), entonces v = C,(v)

= Rn:Sie=A/(e)y Ae=B (Ae), entonces v = C (V)

= Hecho: e = A(e) y Ae=B(Ae).

=  Objetivo: v = C(v)

= Procedimiento:

1. Para cada regla Ri, se obtiene:
= NA=min{Sup[min(A(e),A(e))],Sup,.[min(B(Ae),B,(Ae))]}
= La distribucion del consecuente C'(v)=min(NA,C(c))

2. Se obtiene la union: de los Ci’ (v) de las reglas que se disparan
- C(v) = U, {C/(v)} = max; {C}(v)}

3. Desborrocificacion de C(v)



